Лабораторная работа 5
ПРОСТАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ: ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ
 1. Пояснительная записка

1.1. Простая линейная регрессионная модель

 Если предполагается линейная зависимость между 
[image: image1.wmf]x

 и 
[image: image2.wmf]y

, то теоретическая модель задается уравнением 
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и называется моделью простой линейной регрессии 
[image: image3.wmf]y

 по 
[image: image4.wmf]x

. Величины 
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0

 и 
[image: image6.wmf]b

1

 являются неизвестными параметрами , а 
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 суть некоррелированные ошибки случайной переменной со средним 0 и неизвестной дисперсией 
[image: image8.wmf]s
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, т.е.
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 Наилучшие оценки 
[image: image9.wmf]b
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 и 
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 по выборке объема N для 
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0

 и 
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 получаются минимизацией соответственно по 
[image: image13.wmf]b
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 и 
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 суммы квадратов отклонений 
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Эти оценки называются оценками наименьших квадратов и даются формулами
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Заметим, что S есть мера ошибки, возникающей при аппроксимации зависимости выборочных значений (x,y) с помощью прямой. Оценки 
[image: image18.wmf]b
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 и 
[image: image19.wmf]b
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 минимизируют ошибку.

 Оценкой уравнения регрессии (или прямой наименьших квадратов) будет
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так что оценка значения 
[image: image20.wmf]y

 при 

 есть 

 Разница между наблюдаемым и оцененным значением 
[image: image21.wmf]y

 при 
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 называется отклонением (или остатком) 
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Прямая наименьших квадратов доставляет минимум сумме квадратов отклонений 
[image: image24.wmf]S
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 Соотношение между теоретической регрессионной прямой, прямой наименьших квадратов и точками выборки можно увидеть на рис.1.

 Оценка 
[image: image25.wmf]b

1

 обычно называется коэффициентом регрессии , а оценка 
[image: image26.wmf]b
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 -свободным членом уравнения регрессии.

1.3. Доверительные интервалы и проверка гипотез

 Чтобы сделать статистические выводы о 
[image: image27.wmf]b

0

, 
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 и 

,сначала необходимо оценить дисперсию 
[image: image29.wmf]s
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, а затем описать распределение ошибки случайной переменной 
[image: image30.wmf]e
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. Согласно теории общей линейной модели, обычная несмещенная оценка для 
[image: image31.wmf]s
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 определяется через дисперсию оценки
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 Положительный квадратный корень из этой величины называют стандартной ошибкой оценки. Дисперсию оценки можно также найти из таблицы дисперсионного анализа, которая во многих ПСП выводится на печать. Величина 
[image: image33.wmf]s
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 идентична 
[image: image34.wmf]MS
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 - среднему квадрату отклонения (остатка) от регрессии.

 Таблица дисперсионного анализа для простой линейной регрессии

	 Источник дисперсии
	 Сумма квадратов 
	 Ст.свободы
	 Ср.квадрат
	 F-отношение

	Регрессия

Отклонение от регрессии

Полная
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 Остаточная сумма квадратов 
[image: image43.wmf]SS
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 и остаточное число степеней свободы 
[image: image44.wmf]n
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 являются соответственно числителем и знаменателем в формуле (8). Обусловленная регрессией сумма квадратов 
[image: image45.wmf]SS
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 получила такое название потому, что ее можно записать как функцию оцененного коэффициента регрессии 
[image: image46.wmf]b
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, а именно 
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 Итак, чем больше коэффициент регрессии, тем больше сумма квадратов, "обусловленная регрессией". Последняя колонка, F-отношение, может быть использована для проверки гипотез, если ошибки 
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 предполагаются нормально распределенными. 

Для проверки гипотезы о том, что простая линейная регрессия 
[image: image49.wmf]y

 по 
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 отсутствует (т.е. гипотезы 
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) мы используем F-отношение из таблицы дисперсионного анализа 
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 Если верна гипотеза 
[image: image54.wmf]H
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, то 
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 имеет F-распределение с 
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 степенями свободы. P-значение есть площадь области под кривой плотности распределения 

 справа от 
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. Мы отвергаем 
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, если P меньше, чем уровень значимости 
[image: image60.wmf]a

. Если 
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 принимается, то наилучшей оценкой 
[image: image62.wmf]y

 при любом 
[image: image63.wmf]x

 будет среднее значение 
[image: image64.wmf]y

.

 Если ошибки предполагаются нормальными, можно проверить дополнительные гипотезы и построить доверительные интервалы. Для проверки 
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где 
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 В выводе программ регрессионного анализа величина 

 часто называется стандартной ошибкой коэффициента регрессии. Если гипотеза 
[image: image67.wmf]H
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 верна, то 
[image: image68.wmf]t
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 имеет t-распределение Стьюдента с 

 степенями свободы. Критическая область определяется в зависимости от вида альтернативной гипотезы 
[image: image69.wmf]H
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 по таблице t-распределения. Соответственно 
[image: image70.wmf]100

1

(

)

%

-

a

-ый доверительный интервал для 
[image: image71.wmf]b

1

 есть

 
[image: image72.wmf])

2

(

)

(

ˆ

2

/

1

1

1

-

±

-

N

t

b

V

b

a


(13)

 Для проверки гипотезы 
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где 
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 В выводе программ регрессионного анализа величина 

 часто называется стандартной ошибкой свободного члена. Для 
[image: image75.wmf]H
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 статистика 
[image: image76.wmf]t
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имеет t-распределение Стьюдента с 
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 Приведем теперь два доверительных интервала, основанных на оценке 

. Если 

 интерпретируется как оценка единственного значения 
[image: image81.wmf]y

 при любом 
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, то 
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 определяется выражением 
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Если, с другой стороны, 

 интерпретируется как оценка среднего значения 
[image: image86.wmf]y

 при заданном 
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, то 
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Выбор доверительного интервала зависит от того, как используется оценка 

 исследователем. Заметим, что, когда 
[image: image90.wmf]x

 удаляется от 
[image: image91.wmf]x

, доверительный интервал увеличивается, т.е. наша оценка становится менее точной. Кроме того, если N и 
[image: image92.wmf](

)

x

i

x

i

N

-

=

å

2

1

 велики, то выражение (17) аппроксимируется "быстрым" доверительным интервалом 
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. Поэтому s действительно можно назвать "стандартной" ошибкой оценки 

.

2. Задание 

 Для построенного в лабораторной работе 2 регрессионного уравнения: 

1. Рассчитать доверительные интервалы для коэффициента регрессии и свободного члена и проверить гипотезы 
[image: image94.wmf]H
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2. Построить кривые границ двух видов доверительных интервалов для 
[image: image96.wmf]y

.

3. Контрольные вопросы

1. Как показать отсутствие линейной регрессии ?

2. Как показать достоверность коэффициентов линейной регрессии ?

3. Для каких целей используется два вида доверительных интервалов для 
[image: image97.wmf]y

?
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